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CAMPI VETTORIALI E FORME DIFFERENZIALI IN R3

Prodotto vettoriale. Prendiamo due vettori (o campi vettoriali)
u=(a,b,c) e v=(4,B,C)
e consideriamo i corrispondenti 1-forme
a=adr+bdy+cdz e B8 =Adx+ Bdy+ Cdz.
Calcoliamo il prodotto esterno
aNpB=(ads+bdy+cdz) A (Ade+ Bdy + Cdz)
= (bC — cB) dy N dz
+ (cA — aC) dz N\ dx
+ (aB — bA) dx A dy

Il vettore (campo vettoriale) di coordinate

(bC’—cB cA—aC, aB—bA)

& precisamente il prodotto vettoriale u A v.

Prodotto scalare. Prendiamo due vettori (o campi vettoriali)
u=(a,b,c) e v=(4,B,0)
e consideriamo la 1-forma
a=adr+bdy+ cdz

e la 2-forma
B=AdyANdz+ BdzANdx+ Cdzx Ady.

Calcoliamo il prodotto esterno
aAB=(adr+bdy+cdz) A(Ady Adz+ Bdz Adz + Cdx A dy)
=aAdr Ndy Ndz
+bBdy Adz Adx
+cCdzNdx Ady
= (aA+bB+ cC)dx Ndy A dz.

Osserviamo che aA + bB + ¢C' ¢ il solito prodotto scalare u - v.

Prodotto misto. Consideriamo i tre vettori (o campi vettoriali)
u:(auabu7cu>a U:(av7bv7cv) € w:(aw>bw7cw)

e consideriamo le 1-forme

Q= Gy dx + by dy + ¢y dz

B =ay,dxr+b,dy+ c,dz

Y = Qu dT 4 by dy + ¢y dz
Allora,

Ay Gy Qo
aANBAy= ((u/\v) w) dex NdyNdz=det | b, b, by | deANdyANdz.

Cy Cy Cw



Rotore. Consideriamo il campo vettoriale

Fla,y.2) = (al@,y.2). b(w,y,2), e(2.9,2))

e la 1-forma
a=a(z,y,z)de+b(x,y,2)dy + c(z,y,2) dz
Allora
da = (ayc — 8Zb) dy Ndz + (8Za — 8,;(:) dz A dx + (61.6 — aya) dx Ady .
Il campo

rot F = (6yc —0,b, 0,a — 0,c, O,b— 3ya> :R3 - R?

& detto rotore di F' e viene indicato anche con VA F , VxF , VAF, VxF.

Un campo vettoriale F' che ha rotore nullo si dice campo irrotazionale. Un campo F' che ¢ il gradiente di
una funzione ¢ (V¢ = F) si dice campo conservativo. Abbiamo gia dimostrato il seguente teorema.

Teorema. Un campo irrotazionale F : Q — R3, definito su un
aperto semplicemente connesso 2 C R3, & un campo conservativo.

Divergenza di un campo. Consideriamo il campo vettoriale

F(r,y,2) = (ala,y.2). b(z,y,2), e(z.9,2))
possiamo associare la 2-forma
a=a(z,y,z)dyNdz +b(z,y,2)dz ANdx + c(x,y,2)dy ANdz.
Allora
da =divF(z,y,z)dx ANdy Ndz,
dove divF e la divergenza del campo F', ovvero
div F' = 0ya + 9,b + 0.c,

che indichiamo anche con V-F oppure V-F.Un campo F che ha divergenza nulla si dice campo solenoidale.
Se invece il campo F ¢ il rotore di un campo diremo semplicemente che F' € un campo rotore.

‘ Teorema. Un campo solenoidale F : R? — R3 & un campo rotore.

Due identita notevoli. Sia ¢ una funzione reale definta su un aperto ) € R3. Possiamo esprimere il fatto
che d¢ sia una 1-forma chiusa (ovvero che d(d¢) = 0) in termini del rotore ed il gradiente nel modo seguente:

‘V x V¢ = rot(grad ¢) = O‘

Se invece F = (a,b,c) : Q@ — R? & un campo vettoriale definito su un aperto 2 di R? e se
a=a(z,y,z)de + b(z,y,z)dy + c(z,y,z) dz

¢ la 1-forma corrispondente, allora il fatto che d(da) = 0 si traduce nell’identita seguente:

V- (Vx F)=div(rot F) =0

Equazioni di Maxwell. Consideriamo i seguenti campi vettoriali:
e il campo elettrico

E(Iyyvz) = (61(.13,2/,2), 62(1‘,%2’), 63(1‘,%2’)) 5
e il campo magnetico
B(xvyaz) = (bl(x,y,z), bQ(xvyaZ)v b3(z7y7z)> 5

e le seguenti forme differenziali :



e la 1-forma
e =e(x,y,2)dx + ea(x,y,2) dy + es(x,y,2) dz ;
e la 2-forma
B =0bi(x,y,z)dy Ndz + ba(x,y,2)dz ANdx + b3(x,y,z) de Ady .

Le equazioni omogenee di Maxwell per il campo elettromagnetico sono:

V-E= i Legge di Gauss elettrica

€0
V-B=0 assenza di dipoli magnetici
B
VxE= —aa—t Legge di Faraday

ot
dove g¢ e pp sono costanti universali: p € una funzione che rappresenta la densita di carica elettrica; J & un
campo vettoriale che rappresenta la densita di corrente elettrica. Nel caso statico, in cui i campi non dipendono
dal tempo ¢, abbiamo

V x B = pod + poco Legge di Ampére-Maxwell

V- -E= £ Legge di Gauss elettrica
€0
V-B=0 assenza di dipoli magnetici

VxE=0 Legge di Faraday
V X B=pupJ Legge di Ampeére-Maxwell

In particolare, ’assenza dei dipoli magnetici e la legge di Faraday si possono scrivere come

dg =0 assenza di dipoli magnetici

de =0 Legge di Faraday

Potenziale magnetico. Le forma 3 & chiuse su R? e quindi ¢ anche esatta. Esistono quindi una 1-forma
= al(gjv Y, Z) dx + ag(f, Y, Z) dy + ag(l', Y, Z) dz

associata al campo vettoriale
A = (a17 a2, a3)7

tale che
da = 3,
o in termini dei campi A e B :
VxA=B.
Potenziale elettrico. Analogamente, anche la 1-forma € & chiusa su R3. Esiste quindi una funzione
¢ :R> >R,
tale che
dp =¢
0 in termini del campo F,
V¢ =F.

Equazioni di Maxwell in termini di A e ¢.

V- (Vo) = g Legge di Gauss elettrica

V x(VxA)=poJ Legge di Ampére-Maxwell
Ora calcoliamo

V- (V¢) =div(Ve) = 020 + 026 + 92¢ = Ag.



Oyas — 0zas Oy |Ozaz — Oyar| — 9;|0za1 — Ozas

V x (V X A) =V x 8za1 — (’)wag = 82 c'?yag — Bzag — 895 c%ag — 8y(l1
Ouaz = Oy 9, |0.a1 — Bpaz| — 0, |0,a5 — 9.az

—Aaq + 0, |divA

= | —Aaz + 0y |divA| | = -AA+ V(divA),

—Aas + 9, |divA

che possiamo anche scrivere come

V x (VA)=-AA+V(V-A),
dove stavolta il gradiente della funzione divA & un vettore colonna. In conclusione, possiamo scrivere le equazioni
(statiche) di Maxwell come

Ap=L" ¢ —AA+V(V-A) = pol.



